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В цилиндрических и экспоненциально убывающих полубесконечных областях изу-

чаются вопросы существования глобальных положительных решений слабо-линейных 
эллиптических уравнений второго порядка с однородным условием Неймана на боковой 
поверхности. 
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Обозначим 

              { }0,1...ˆ),,...,(ˆ);,ˆ( 2
1

2
1

2
11

1 ><++===Ω −− nnnn xxxxxxxxx , 

                     { }0,ˆ);,ˆ(2 ><=Ω −
n

x
n xexxx n , 

              { }0,1ˆ);,ˆ(1 >==Γ nn xxxx , 

              { }0,ˆ);,ˆ(2 >==Γ −
n

x
n xexxx n . 

 В областях   1Ω , 2Ω  рассмотрим уравнение 
                              1,0 >=+∆ σσuu .                                (1)   

Будем исследовать вопросы существования неотрицательных гло-
бальных решений уравнения (1), удовлетворяющих на боковых поверхно-
стях условии 

0=
∂
∂
n
u , 

где n  единичный вектор внешней нормали к боковым поверхностям   1Γ  
u 2Γ . 

Bопросы существования глобальных положительных решений нeли-
нейных эллиптических уравнений в различных областях исследуется 
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многими математиками  [ ]1 - [ ]4 . В монографии [ ]1  дается подробная ин-
формация о полученных результатах в этой области. Это статья больше 
примыкает к работам [ ]5 , [ ]6 . В работе [ ]6  в случае 2=n  исследуется во-
просы существования неотрицательных глобальных решений уравнения 
(1) в областях 1Ω , 2Ω . Используя методы работы [ ]6 , мы получаем ана-
логичные результаты при  2≥n . 
 Сперва рассмотрим следующую задачу: 

1,0 >=+∆ σσuu    в   1Ω ,      (2) 

0
1

=
∂
∂

Γn
u .           (3) 

Теорема 1. Задача (2), (3) не имеет неотрицательных решений в 1Ω . 
Доказательство. Обозначим 

                                { }21
11

, );,ˆ(
21

RxRxx nnRR <<∩Ω=Ω . 

Пусть 0≥u  решение задачи (2), (3) в 1Ω . Умножим уравнение (2) 
на  функцию )( nn xx ϕ⋅ , где 1)(,1)(0),,0()( 0 =≤≤∞∈ ∞

nnn xxCx ϕϕϕ , при 
0)(,0 =≤≤ nn xRx ϕ , при 0)2(,2 ≤′≥ RRxn ϕ . Интегрируя по частям, по-

лучим 

+⋅
∂
∂

−=⋅∆−= ∫∫∫
Ω∂ΩΩ 1

2,0
1

2,0
1

)()()(
RR

dsxx
n
udxxxudxxxu nnnnnnn ϕϕϕσ  

            

−
∂
∂

+⋅
∂
∂

−=∇⋅∇+ ∫∫∫
Ω∂Ω∂Ω 1

2,0
1

2,0
1

2,0

))(()())((
RRR

dsxx
n

udsxx
n
udxxxu nnnnnnn ϕϕϕ  

           
−′++−=∆− ∫∫∫

==Ω Rxx
nn

nnR

dsRRRRxudsxudxxxu
20

))2(2)2()(2,ˆ()0,ˆ())((
1

2,0

ϕϕϕ  

            ∫∫
ΩΩ

′+⋅′′−≤′+⋅′′−
1

2,
1

2,

)2()2(
RRRR

dxxudxxu nn ϕϕϕϕ , 

где 
nn dx

d
dx
d ϕϕϕϕ =′=′′ ,2

2

. 

Здесь мы воспользовались тем, что ,0)2(,0)2( ≤′= RR ϕϕ  

0))((
1

2,0

=
∂

∂

Γ R
n

xx nnϕ  и 0)0,ˆ( ≥xu . 

В итоге мы имеем 
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≤′+⋅′′−≤ ∫∫

ΩΩ 1
2,

1
2,0

)2()(
RRR

dxxudxxxu nnn ϕϕϕσ

1

11

1

1
2,0

1
2

11

1

1

2
)(

σ

σσ

σσ
σ

ϕ

ϕϕ
ϕ 












 ′+⋅′′
⋅














∫∫ −−

Ω

R

R
n

n

n
nn dx

x
x

dxxxuC
R

, 

где 111
1 =+

σσ
. 

 Отсюда  

≤∫
Ω1

2,0

)(
R

dxxxu nnϕ
σ ∫ −−

′+⋅′′R

R
n

n

n dx
x

x
C

2

111 11

1

2
σσ

σ

ϕ

ϕϕ
.        (4) 

Оценим интеграл в правой части неравенство (4). Для этого сделаем 

замену ,
R
xt n=  )()( Rtt ⋅= ϕψ , где )2,1()( 0

∞∈Ctψ  и такая, что 

                                 =)(ψA ∫
≤≤

−−
∞<

′+⋅′′

21
11 11

1

2

t

dt
t

t
σσ

σ

ϕ

ψψ
. 

Тогда  

 ⋅=
′+⋅′′ −

−−∫ )1(2
2

11

1

11

1

2 σ
σσ

σ

ϕ

ϕϕ
Rdx

x
xR

R
n

n

n ∫
≤≤

−−
=

′+⋅′′

21
11 11

1

2

t

dt
t

t
σσ

σ

ϕ

ψψ
⋅− )1(2 1σR )(ψA .   (5) 

 
Учитывая (5) в (4), получим, что  

≤∫
Ω1

2,0

)(
R

dxxxu nnϕ
σ ⋅1C )1(2 1

)( σψ −⋅ RA .                  (6)   

Поскольку 11 >σ  и  )(ψA  от  R  не зависит, то после перехода к пределу 
при ∞→R  в (6) получаем, что 
                                   0

1

≤∫
Ω

dxxu n
σ . 

Отсюда 0≡u . 
Этим теорема 1 доказана. 
Теперь рассмотрим задачу: 

1,0 >=+∆ σσuu    в   2Ω ,         (7) 

0
2

=
∂
∂

Γn
u .             (8) 

Теорема 2. Задача (7), (8) не имеет неотрицательных решений в 2Ω . 
Доказательство. Введем переменную 
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2

... 2
1

2
1 −++

−= n
n

xxxξ , 

и сделаем замену 
                         ξ)1()()( −= nexuxv . 

Тогда  veu n ⋅= −− ξ)1(  и уравнение (1) принимает вид 
 0)( )1()1( =⋅+⋅∆ −−−− σξσξ veve nn .               (9) 

Пусть )(ξϕ    кусочно- 2C -гладкая функция такая, что  

                          













+≥

+≤≤≥

≤≤

≤≤≥

=

LRпри

LRRпри

RRпри

Rпри

20

,220)(

,21

,00)(

)(
2

1

ξ

ξξϕ

ξ

ξξϕ

ξϕ  

с 0)0(,0)0( ≥′= ϕϕ . 
Умножим уравнение (9) на функцию ϕξ)1( −ne   и проинтегрируем по 

частям. Тогда получим 
+∆⋅−=⋅∆−= ∫∫∫

+++ Ω

−−−

Ω

−−−

Ω

−−−

2
2,0

2
2,0

2
2,0

)()( )1()1()1()1()1)(1(

LRLRLR

dxeedxevedxve nnnnn ϕϕϕϕ ξξξξσξσ  

    ∫
+Ω

−−−−−−






∂
∂

⋅+⋅
∂
∂

−+
2

2,0

)()( )1()1()1()1(

LR

dse
n

veeve
n

nnnn ϕϕ ξξξξ ,     (10) 

где }20{22
2,0 LRLR +<<∩Ω=Ω + ξ .  

Легко показать, что для любой гладкой  функции )(ξψ  

0=
∂
∂

n
ψ  при nxex −=ˆ .                                  (11) 

Учитывая (8) и (11), оценим последний интеграл в (10) 

             =





∂
∂

⋅+⋅
∂
∂

−∫
+Ω

−−−−−−

2
2,0

)()( )1()1()1()1(

LR

dse
n

veeve
n

nnnn ϕϕ ξξξξ  

=







∂
∂

⋅−⋅
∂
∂

= ∫
=

−−−−−−

0

)1()1()1()1( )()(
ξ

ξξξξ ϕ
ξ

ϕ
ξ

dseveeve nnnn 0)0(
0

≤′− ∫
=ξ

ϕ dsv . 

Здесь воспользовались тем, что  

0)2(,0)0(,0)0( =+≥′= LRϕϕϕ , 
ξ

ϕ
∂
∂

−=
∂
∂

=+′
n

LR ,0)2(  при 0=ξ  и 

ξ∂
∂

=
∂
∂
n

 при LR += 2ξ . 

В итоге из (10) получаем, что  
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≤∫
+Ω

−−−

2
2,0

)1)(1(

LR

dxve n ϕσξσ ∫
+Ω

−−− ∆−
2

2,0

)( )1()1(

LR

dxeve nn ϕξξ ,                   (12) 

                 

=







−−+=∆ −−−−−−− )()1()()ˆ1(.)( )1()1(

2

2
2)1()1()1( ϕ

ξ
ϕ

ξ
ϕ ξξξξξ nnnnn e

d
dne

d
dxeee  

                 ,ˆ)1()ˆ21)(1()ˆ1( 2222 ϕϕϕ xnxnx −+′+−+′′+=                                                                                                                                                        

где 
ξ
ϕϕ

ξ
ϕϕ

d
d

d
d

=′=′′ ,2

2

.                

Тогда неравенство (12) можем написать так 
≤∫

+Ω

−−−

2
2,0

)1)(1(

LR

dxve n ϕσξσ

≤−+′+−+′′+− ∫
+Ω2

2,0

]ˆ)1()ˆ21)(1()ˆ1[( 2222

LR

dxxnxnxv ϕϕϕ  

21
22

2
2,0

])ˆ21)(1()ˆ1[( JJdxxnxv
LR

+=′+−+′′+− ∫
+Ω

ϕϕ , 

где       
              ∫

Ω

′+−+′′+−=
2

,0

])ˆ21)(1()ˆ1[( 22
1

R

dxxnxvJ ϕϕ , 

              ∫
+Ω

′+−+′′+−=
2

2,2

])ˆ21)(1()ˆ1[( 22
2

LRR

dxxnxvJ ϕϕ . 

 Оценим 1J  и 2J . 

Возьмем  ξπϕ
R2

sin1 = . Поскольку  2ˆ1 2 ≤+ x , то 

≤











 ′′













⋅≤′′+−≤ ∫∫∫

Ω

−

−
Ω

−−−

Ω

1

2
,0

1

1

2
,0

2
,0

1

)1(
1

1

1

1

1
)1)(1(

1
2

1 2)ˆ1(
σ

ξ
σ

σσ
σξσ

ϕ

ϕ
ϕϕ

RRR

dxedxvedxxvJ nn  

∫∫
Ω

−
−

Ω

−−− ′′
⋅+⋅≤

2
,0

1

11

2
,0

)1(
1

1

1
11

)1)(1( 2

RR

dxedxve nn ξ
σ

σσ
σξσ

ϕ
ϕ

σ
ϕ .                                       (13) 

Оценим последний интеграл в (13). Для этого сделаем замену пере-
менных 
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












=

=

++
−=

−−

−

11

11

2
1

2
1

,

,
2

...

nn

n
n

x

x

xxx

η

η

ξ

 ,   













++
+=

=
=

−

−−

.
2

...

,
,

2
1

2
1

11

11

n
n

nn

x

x
x

ηηξ

η
η

                    (14) 

Поскольку 

              1

1...

01...0

............

00...1

...

...

............

...

11

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

==

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

−

−

−

−

−−

−

nn

n

n

n

nn

n

xxx

xxx

xxx

ηη
ξηη

ηηη

ξηη

ξ

, 

то 
12

0
31

1

1
2

0 ˆ
11

)1(
1

1

1)1(
1

1

1

1

1

1

1

1

2
,0

1

1

2
...

−

−
≤

−
−

−
Ω

−
− ∫∫ ∫∫ 






=

′′
⋅≤

′′
≤

′′

−

σ

σ

σ

η

ξ
σ

σ
ξ

σ

σ
πξ

ϕ

ϕ
ξηη

ϕ

ϕ

ϕ

ϕ
ξ

RR

e
n

nn

R
CdCdddedxe

R

, 

где  2
1

2
1 ...ˆ −++= nηηη .  

Здесь мы учли  то, что при замене переменных   nx
n exx 22

1
2
1 ... −

− ≤++  
переходит  

                  ξ

ηη
ξ

ηη 22
...

2
2

1
2
1

2
1

2
1

... −








 ++
+−

− ≤≤++
−

ee
n

n  . 
Учитывая это в (13), получим 

1

2
,0

21
4

)1)(1(
1

1 σσξσ ϕ
σ

−

Ω

−−− ⋅+⋅≤ ∫ RCdxveJ
R

n .     (15) 

Теперь оценим интеграл 2J . 

≤′−+′′≤′+−+′′+= ∫∫
++ ΩΩ 2

2,2
2

2,2

))1(32(])ˆ21)(1()ˆ1[( 222
2

2
2

2

LRRLRR

dxnvdxxnxvJ ϕϕϕϕ

 

( )
≤












 ′−+′′













⋅≤ ∫∫

++ Ω

−
−

Ω

−−−

1

2
2,2

1

1

2
2,2

1

)1(
1

2

2

1

2
)1)(1( )1(32 σ

ξ
σ

σσ
σξσ

ϕ
ϕϕ

ϕ
LRRLRR

dxe
n

dxve nn  
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( )
∫∫

++ Ω

−
−

Ω

−−− ′−+′′
+⋅≤

2
2,2

1

1

2
2,2

)1(
1

2

22
12

)1)(1( )1(3211

LRRLRR

dxe
n

dxve nn ξ
σ

σ
σξσ

ϕ
ϕϕ

σ
ϕ

σ
.     (16) 

Снова сделав замену переменных (14), оценим последний интеграл. 
Тогда                                                                                                                  

( ) ( )
≤

′−+′′
≤

′−+′′
∫ ∫∫
+=

= ≤

−
−

Ω

−
−

−
+

LR

R e

nn dde
n

dxe
n

LRR

2

2 ˆ

)1(
1

2

22)1(
1

2

22
1

1

2
2,2

1

1

)1(32)1(32 ξ

ξ η

ξ
σ

σ
ξ

σ

σ

ηξ
ϕ

ϕϕ
ϕ

ϕϕ

ξ

 

( )
∫
+=

=
−

′−+′′
≤

LR

R

d
n2

2
1

2

22
1

1

)1(32ξ

ξ
σ

σ

ξ
ϕ

ϕϕ
.                 (17) 

)(2 ξϕ  возьмём следующим образом: 
)()( 22 tψξϕ = , 

где    
L

Rt )2( −
=

ξ  , 0)(),1,0()( 2
2

12 ≥∈ tCt ψψ , 1)0(2 =ψ , 0)0(2 =′ψ , 

0)1(2 =′ψ   и   
( )

∞<
′−+′′

= ∫ −

1

0
1

2

22
2 1

1

)1(32
)( dt

n
A

σ

σ

ψ
ψψ

ψ . 

 Из правой части (17) следует, что 

                 
( )

≤






 ′−

+′′
≤

′−+′′
∫∫ −

+=

=
−

1

0
1

2

222

6

2

2
1

2

22
1

1

1

1
)1(32

)1(32
dtL

n
LCd

nLR

R
σ

σ

ξ

ξ
σ

σ

ψ

ψψ
ξ

ϕ
ϕϕ

 

                  
( ) )1(2

7
)1(2

1

0
1

2

22
6

11

1

1

)1(32 σσ
σ

σ

ψ
ψψ −−

−
⋅≤⋅

′−+′′
≤ ∫ LCLdt

n
C . 

 Тогда из (17) получим, что 
)1(2

1
7)1)(1(

3
1

2
2,2

1 σσξσ

σ
ϕ

σ
−

Ω

−−− ⋅+⋅≤ ∫
+

LCdxveJ
LRR

n .               (18) 

Используя оценки (15), (18)  имеем 
                     

)1(2
1
721

4
)1)(1()1)(1( 11

2
2,0

2
2,0

1 σσσξσσξσ

σ
ϕ

σ
ϕ −−

Ω

−−−

Ω

−−− ⋅+⋅+⋅≤⋅ ∫∫
++

LCRCdxvedxve
LRLR

nn . 

Возьмем θRL = , с  
)1(2

12
1

1

−
−

=
σ
σθ . 

Тогда  получим, что 
                  

1

2
2,0

21
5

)1)(1( σσξσ ϕ −

Ω

−−− ⋅≤⋅∫
+

RCdxve
LR

n . 

Переходя к пределу при ∞→R  получаем, что       
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                     0≡u  в 








<++
++

>=Ω −
−

−
+

nx
n

n
nn exxxxxxx 22

1
2
1

2
1

2
12 ...,

2
...),,ˆ( . 

Осталось  доказать, что 

                      0≡u  в 








<++
++

<=Ω −
−

−
−

nx
n

n
nn exxxxxxx 22

1
2
1

2
1

2
12 ...,

2
...),,ˆ( . 

Обозначим 

                      ∫ −− =
l

nnlnnnl dxxxxxuxxZ
0

1111 ,)(),,...,(),...,( ψ  

где 





= nnl x

l
x πψ sin)( , *2

* 2
10 lell −⋅=<< . 

 Умножим уравнение (7) на )( nl xψ и проинтегрируем по ),0( lx∈ . 
Тогда  получим 

               )ˆ()()ˆ()ˆ(
0

ˆ xZdxxuxZxZ ll

l

nnlllnlx
σσ µψλ ⋅−≤−≤−∆ ∫           (19) 

с  ,
2







=

ll
πλ

12 −







=

σ

λ π
µ l . 

В силу ранее доказанного, имеем, что 
                     0)0( =lZ . 
Тогда  по слабому неравенству Харнака  (cм. [ ]7 ) из (19) следует, что 

0)ˆ( ≡xZl   в 2
−Ω  . 

В итоге получим, что 0≡u   в 2
−Ω . 

Теорема 2 полностью доказана. 
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QEYRİ-MƏHDUD OBLASTLARDA YARIMXƏTTİ ELLİPTİK  
TƏNLİYİN QLOBAL MÜSBƏT HƏLLƏRİNİN YOXLUĞU  

 
K.Ə.QULUYEVA  

 
XÜLASƏ 

 
 Silindrik və eksponensial azalan yarım-sonsuz oblastlarda zəifxətti ikinci tərtib elliptik 
tənliyin yan səthdə bircins Neyman şərtini ödəyən müsbət qlobal həllinin varlığı məsələsi 
öyrənilir. 
 
 Açar sözlər: zəifxətti elliptik tənlik, müsbət qlobal həll, zəif Harnak bərabərsizliyi. 
 

THE ABSENCE OF POSITIVE GLOBAL SOLUTIONS  
OF SEMILINEAR ELLIPTIC EQUATIONS IN UNBOUNDED DOMAINS 

 
K.A.GULUYEVA  

 
SUMMARY 

 
In cylindric and exponential decreasing semi-infinite domains, the issues of existence of 

global positive solutions of weak linear elliptic type equations of the second order with 
Neiman’s homogenious conditions on the side surface have been studied. 

 
Key words: weak linear elliptic equation, global positive solutions, weak inequality of 

Charniak. 
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